
調和級数について（令和７年） 

1. 調和級数は発散する. 

1 + 12 + 13 +⋯ =  ∞ 

（証明） 

(1) ヤコブ ベルヌーイによる証明(1689) 

n > 1 について,  1□ + 1 + 1□ + 2 + 1□ + 3 +  ⋯+ 1□□ ≥ 1□□ + 1□□ +  ⋯+ 1□□ 

= □□ − □□□ = 1− 1□ 

∴  
1□ + 1□ + 1 + 1□ + 2 +⋯+ 1□□ ≥ 1 

□ 1□
□

□□□
= 1 + □ 12 + 13 + 12□□+ □ 15 + 16 +  ⋯+ 15□□+ □ 126 + 127 +⋯+ 126□□+⋯ 

≥ 1 + 1 + 1 + 1 +⋯    ∶ 発散  

2. オイラーによる証明(1748) 

□□□ log(1− □) = − 11− □ 

= −(1 + □ + □□ +⋯ ) 

∴   log(1− □) = −(□ + □□2 + □□3 +⋯ )  ⋯⋯⋯ (1) 

∴   □ + □□2 + □□3 +⋯ = log 11− □ 

□ = 1 とおくと 

1 + 12 + 13 +⋯ = ∞ 

(1)より,   log(1 + □) = □ − □□
□ + □□

□ − □□
□ +⋯⋯⋯ (2) 

 



3. オイラーの定数 

   次の極限値は存在する.  その極限値をオイラーの定数と言い, γと記す. 

γ = lim□→□{□ 1□
□

□□□
− log (□ + 1)} 

証明 (2)で  □ =  □□ とおくと 

log□ + 1□ = 1□ − 12□□ + 13□□ − 14□□ +⋯ 

1n − log(□ + 1) + log□ = 12□□ − 13n□ + 14□□ −⋯ 

1− log2 = 12− 13 + 14−⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯① 

12− log3 + log2 = 12 ∙ 2□ − 13 ∙ 2□ + 14 ∙ 2□ −⋯② 

□
□− log4 + log3 = □

□∙□□ − □
□∙□□ + □

□∙□□ −⋯③ 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

      1n − log(n + 1) + logn = 12 ∙ 3□ − 13 ∙ 3□ + 14 ∙ □□ −⋯     ④, 
      ①+②+③+④と辺々を加え合わせると, 

□ 1□
□

□□□
− log(□ + 1) = 12□ 1□□

□

□□□
− 13□ 1□□

□

□□□
+ 14□ 1□□

□

□□□
+⋯, 

左辺を□□とおく, 

□□ = □ 1□
□

□□□
− log (□ + 1) 

□□□□ − □□ = {□ 1□
□□□

□□□
− log (n + 2)} − {□ 1□

□

□□□
− log(n + 1)} 

= 1□ + 1− log□ + 2□ + 1 



= 1□ + 1−□ 1□
□□□
□□□ □□ 

＝□ ( 1□ + 1
□□□
□□□ − 1□ )□□  

n + 1 ≤ x ≤ n + 2    で, 1n + 1 > 1□ 

∴ c□ < □□□□ 

□ 1□
□

□□□
= 1 + □ 1□

□

□□□
< 1 +□ 1□

□
□ □□ = 1 + log□ < 1 + log (□ + 1) 

□□ = □ 1□
□

□□□
− log(□ + 1) < 1 

∴ c□ < 1 
∴ c□ < □□ < □□ < ⋯ < □□ < ⋯ < 1 

lim□→□{∑ □
□□□□□ − log (□ + 1)}: 収束   
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